TD16 : Paramagnétisme

Prenons un systéme cristallin possédant N atomes (ions) dans un volume V. Chaque ion est doté d’un mo-

ment magnétique u associé & une valeur de spin +1/2. En présence d’un champ magnétique externe H , deux
états enérgetiques différents vont étre possibles : si p est orienté paralléle ou antiparallelement au champ ap-
pliqué. Pour le cas ou les moments s’orientent parallelement au champ, on dit que le systéeme est paramagnétique.
En absence de champ magnétique (f[ = 0), les niveaux sont dégénérés et énergétiquement équivalents. Dans
tous les cas, on considere que les ions n’interagissent pas, de sorte que la configuration magnétique individuelle
ne dépend pas de celle de ces voisins.

1 Approche microcanonique

1. Comment décrit-on Uinteraction entre un moment magnétique et un champ externe (Hamiltonien corres-
pondant) tel que H = Hok pour le systeme magnétique étudié ?

Solution
e=—[-H=—gupJ,Hy avec J, = +1/2 Le Hamiltonien du sytéme associé a l'interaction entre H et
correspond a la somme de tous les Hamiltoniens individuels des N spins :

N .
H=> —gupJiHy

3

Par simplicité, on va traiter le probléme en appliquant la valeur numérique de J,, donc p = gup/2

2. Dénombrer le nombre d’états microscopiques d’énergie E en considérant qu’il existe un nombre de spins

alignés parallelement (n.) et antiparallelement (n_) & Hy.

Solution

N
E= Z —gupJiHy = —n+gMTBH0 +n_ gl;B Hy

(2

Utilisant ¢ = gup/2, la somme totale de spin restant constant, N =ny +n_ :
E=—(2ny — N)uHo
On en déduit la relation entre la population de spins paralleles et antiparalleles et I’énergie E :

N E N E

"= T, " T 2 T 2,

Pour dénombrer le nombre d’états microscopiques, il faut déterminer les distributions des spins n et n_
compatibles avec une énergie E. Pour les N spins du systeme, a partir de valeurs ny et n_ et I’énergie
FE, le nombre d’états correspond & :

N!

(% E )i(ﬁ L)I

QE)=Cy =Crh =
T 2uHo/ '\ 2 +2pH0 :

3. Quel est 'entropie du systeme et 'expression de E en fonction de la température T' du systeme ? Rappel

(définition de 'entropie) : % = (%)N



Solution
Etant I'entropie défini par S = kpln[Q(E)] A Iaide de la formule de Stirling pour des nombres grands
d’élements, i.e. si X grand — InX! = XInX — X :

N E N E N E N E
=t [NlnN (2 - QMHO) " <2 N 2MH0> N (2 " 2MH0> " (2 i QMHOH

Utilisant % = (g—fj) €t l'expression ci-dessus de 'entropie .S pour un nombre de spins

fixe N et I’énergie E du systeme :

1 kBl (N—E/(MHO))
T 2uH, N+ E/(uHo)

On peut déterminer la depéndance de I'énergie E avec la température T' su systeme :

+pHo/kpT __ ,—pHo/kpT H,
E = —NuH,< ‘ — _NuHyth (“ 0)

etuHo/kpT  o—pHo/kpT kgT

4. Comment dépend aimantation du systéme (somme totale des moments) des populations ny et n_ ? Déduire
I’expression correspondante.

Solution
L’aimantation correspondent & la somme des moments par unité de volume du systeme :

nyp+n_p

M =
|4

Avec les expressions de ny(E) et n_(FE) de la question 2 et 'expression de E(T') de la question 3, on

écrit M(T) :
Nu (€+uHo/kBT _e—uHo/kBT> _ Np N (,UHO)

VvV \etuHo/ksT | o—pHo/kpT v kT

De par le résultat de cette expression, 'aimantation ne dépend pas des parametres externes (température
T et champ Hy) que par le rapport x = uHg/kgT. On note :

- Pour £ — 400, thx — 1. Cela peut arriver a basse T' ou pour Hy tres intens. L’aimantation du systéeme
est dans son état saturé : M = Nu/V.

- Pour z — 0, thx — x. Cette situation arrive a haute T ou pour H tres faible. L’aimantation du systeme
est proportionelle au champ Hj suivant 1'expression : M = Nu?Hy/VkpT.
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FIGURE 1 — (Gauche) Aimantation d’un systéme paramagnétique en fonction de x. (Droite) Evolution en
température de la susceptibilité magnétique su méme systéme.
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2 Approche canonique

Le systéeme est maintenant en contact avec un thermostat de température 7T'.

1. Comment décrit-on un état pour ce systeme ? Quelle est 1énergie associée ?

Solution

L’état du systeme est déterminé par la connaissance de 1’état individuel de chaque ion. On considere 2
possibles états \; :

Etats \; = |[4+) avec moment parallele & Hy : e; = —uHj

Etats \; = |—) avec moment antiparallele & Hy : ey = pHp Pour un état r du systéme, son énergie
correspond la somme des énergies de ces états :

N
Er = ZG)\i
i

2. Donner la fonction de partition du systeme.

Solution

7 = Zefﬁﬁxi — Z e*ﬁ(é,\1+m+6AN) _ CN

AL, AN

Seulement 2 valeurs d’énergie sont possibles, donc :

= Ze—,@q _ 6*56/\7 +67ﬂ6*+
A

Soit :

N
7 = (e—ﬁex, + e—ﬁ5>\+>

3. Quel est I’énergie moyenne et 'aimantation du systéme ?

Solution
A partir de 'expression de la fonction de partition Z , I’énergie moyenne du systeme est :

_ olnZ wHy
E=-"2 = _NuHyth [ 222
B Heo (k:BT)

Et aimantation :

Vv 0Hy =V kT

_ kgT 0lnZ _ Np h(uH())

4. A partir de l’expression de l’aimantation, vérifier que l’on retrouve la loi de Curie, i.e. que la suscep-
tibilité magnétique y est inversement proportionnelle a la température. Rappel de la définition de x :

: M
X = hmHD—m Ho

Solution
A partir de 'expression de la derivée seconde de la fonction de partition Z , la susceptibilité magnétique
s’exprime de la forme suivante :

kpT 2?nZ Npu?

X v MHe0 TG ae T YRaT

Cette expression est bien la loi de Curie.

5. Quelles sont les fluctuations en énergie ? Comparer ces résultats avec ceux obtenus dans la premiere partie
du probléeme (limite thermodynamique).
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Solution
L’amplitude des fluctuations est donnée par :

(AE)? = ?inz _ AN H?
032 (eBnHo 4 e=BuHo)?

Normalisant :
AFE o1

E VYN

Pour un systeme a grand N (1023 ions), on dit qu’a 'équilibre, le systéme est fixé par son énergie moyenne.
Comparaison des résultats utilisant les approximations microcanonique et canonique : résultats similaires,
de par 'utilisation de la formule de Stirling (grand nombre des élements, dans notre cas, ions). Ce cas
détermine la limite thermodynamique : tous les représentations statistiques du systeme sont équivalentes
pour un nombre d’élements assez grand.

Pour I’approche canonique, 1’énergie peut fluctuer, ce qui constitue la grand différence avec l'approche
microcanonique. Pour des systemes avec de faibles fluctuations de 1’énergie par rapport a la valeur de
I’énergie moyenne, ’approche microcanonique avec ’énergie fixée & la valeur de I’énergie moyenne est
utilisable.
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