”Physique Quantique et Statistique”

PH1100
Le 1° juin 2015.

Durée : 3h00 Controle Sans documents.

On pourra trouver utile la présence d’un formulaire en fin d’énoncé.
Toutes les réponses devront étre justifiées et rédigées avec soin.
Les applications numériques ne sont pas facultatives.

Les calculatrices étant inutiles, elles ne sont pas autorisées.
Répondre sur les feuilles en dessous de chaque question.

Utiliser le verso si nécessaire (le signaler clairement).

Nom et prénom : CORRECTION .

Pas de demi-points. Mettre une trace de passage partout. Rayer les espaces blancs.

1 Questions de cours et d’ordres de grandeurs

1. Soit un systeme fermé de N = 10'* particules identiques ponctuelles, en échange avec
un thermostat. Quel est I’ensemble représentatif adapté a son traitement par la physique
statistique ?

Solution (1 pt)
Température fixée, nombre de particules fixé : ensemble canonique

2. Montrer que le choix de l'origine des énergies ne change rien a la probabilité d’occurrence
d’un micro-état.

Solution (2 pt)
En décalant toutes les énergies d’'une méme valeur £, — E, + £, on trouve :

6_6(E5+5)
s = 1 pt
P -7 (L pt)
avec
Z: Z e_ﬁ(ES'i'E)
états s

La fonction de partition change donc d’'un facteur e™”¢ mais ce terme s’élimine pour les
probabilités (1 pt)

3. Si le volume du récipient est V = 1077 litre et que les particules sont supposées ne pas in-
teragir, a quelle condition sur la température peut-on se passer d’un traitement quantique ?
On considérera deux cas : un gaz de protons et un gaz d’électrons



Solution (4 pt)
La densité est n = 104/1071° = 10?* m~3 La distance moyenne entre particules est alors
d=~10"® m. (1 pt) La longueur d’onde de de Broglie est de I'ordre de

)\dB ~ h/\/ kaBT
d> N\gp (1pt)
mT > 1072 kg.K

Pour les électrons m ~ 107" kg, il faut 7' > 100 K. (1 pt ) Pour les protons qui sont
1000 fois plus lourds, la température est mille fois plus faible 7> 0.1 K. (1 pt )
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2 Opto-mécanique quantique en cavité

Le but de ce probleme est d’étudier le couplage optomécanique, c’est-a-dire l'interaction
entre lumiere et mouvement via la pression de radiation. En effet, la nature corpusculaire de la
lumiere fait qu’elle peut exercer une pression sur les objets.

Nous nous intéressons séparément aux propriétés optiques et mécaniques de notre systeme
avant de coupler les deux dans une troisieme partie.

Tous les parametres donnés dans ce probleme sont accessibles avec les techniques expérimentales
actuelles. En 2010, 'expérience décrite ici a permis 1’observation d’un objet macroscopique dans
son état quantique fondamental.

Nota bene
— les opérateurs b et b' et la pulsation € sont relatifs aux phoNons,
— les opérateurs @ et a' et les pulsations wy et w sont relatifs aux phoTons.

2.1 Aspect mécanique : les phonons.

1. On considere un miroir de masse m = 10~ kg (100 picogrammes) relié & un point fixe
par un ressort de masse négligeable et de raideur & = 10 N.m™~!. Le miroir est astreint &
se déplacer selon I'axe x, de telle sorte que le poids est négligeable dans les équations du
mouvement. On note x le déplacement du miroir par rapport a sa position d’équilibre.

miroir
! ressort
=R
—r

-

Ecrire I’énergie totale Ei.. du miroir dans I’approche classique de 'oscillateur harmonique,
en fonction des parametres énoncés ci-dessus.

Solution (1 pt)

2

Etot. = %m (.T) + %k$2
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2. A I’équilibre avec un thermostat de température 1", en appliquant le principe d’équipartition,
quelle est I’énergie classique moyenne (Eyy; ) du miroir ?

Solution (2 pt)
L’énergie totale comprenant deux termes quadratiques (1 pt)
<Et0t.> = kBT (1 pt)

3. L’agitation thermique met en mouvement le miroir de telle sorte qu’il oscille autour de
sa position d’équilibre selon la loi harmonique suivante : x = X cos (Qt). L’amplitude de
déplacement ne dépend que de la température et des caractéristiques mécaniques du miroir
et du ressort. On la prendra égale & 10~**m, pour l'instant.

Calculer la longueur d’onde de de Broglie du systeme et justifier qu'un traitement quantique
du systeme est nécessaire.

Solution (3 pt)

Pour cela, on calcule la longueur d’onde de de Broglie : A\y g = % = % (1 pt)
D’apres les équations du mouvement, on trouve que l'amplitude de 2 = X x Q =

107" m.s™!, soit Agp ~ 6 x 107 m (1 pt) . La longueur d’onde de de Broglie étant
largement comparable & 1’échelle des déplacements que 1'on considere (~ 107! m), un
traitement quantique s’impose (1 pt) .

4. On note b et bf les opérateurs d’annihilation et de création de phonons (quanta de ’énergie
de vibration mécanique a la fréquence €2 et nphonons les valeurs propres de I'opérateur b'b.
Ecrire le Hamiltonien I/-jo,H. et les énergies propres Eo . de l'oscillateur harmonique en
fonction de ces grandeurs.

Solution (3 pt)
Hoy — <3f6+ 1 /2) HQ (1 pt) et Eom = (Mpnonons + 1/2) BQ (1 pt)
avec Nphonons € N (1 pt)

5. Les phonons étant des bosons, déterminer le nombre npponons de phonons ayant une énergie
h§2 lorsque le systeme est a ’équilibre avec un thermostat de température T'. Préciser les
valeurs que prend 7phonons dans les deux cas asymptotiques AT >> h{) et kgT << hf.
On veillera a ce que les expressions obtenues fassent bien apparaitre une dépendance en
température.

Solution (3 pt)

Mphonons = m (1 pt) :

Si kgT >> hS) alors Nphonons = ks1'/hSY (1 pt) .
Si kT << A2 alors Nphonons — e~ MY/ksT (1 pt) .

6. En déduire I’énergie du systeme dans ces deux cas extrémes et commenter. Définir une
température Tq critique, en dessous de laquelle le comportement du systeme quitte le
régime classique et la calculer pour le miroir considéré.
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Solution (4 pt)

On a alors :

Si kgT >> k) alors E = kgT', on retrouve ’énergie classique (1 pt) .

Si kgT << hQ alors E = h€/2, méme en I'absence de phonons, 1’énergie est non nulle
(1 pt) .

On peut définir Tq telle que : kgTy = RS2, c’esta-dire la température a partir de laquelle
I'agitation thermique devient négligeable par rapport au quantum de vibration (1 pt) .
Pour notre miroir, on trouve Tg ~ 100 pK (1 pt)

7. En utilisant b' et Z, calculer 'écart type du déplacement, que I'on notera zzpy; (pour zero
point motion), lorsque Npponons = 0. L’estimer et justifier les approximations précédentes.

Solution (4 pt)
OnaZ = ,/55 (b +b) (1 pt) , dou 'on trouve :
(0| Zmiroir | 0) =0 (1 pt) et (0] 7?2 | 0) = 52, on en déduit finalement : xpy =

miroir 2mQ?
\/ 525 (1 pt) ~ 7 x 107 m (1 pt)

2.2 Aspect optique : les photons.

faiceau laser

miroir

8. On s’intéresse maintenant uniquement a l’action du faisceau lumineux sur le miroir, en

supposant (temporairement) ce dernier fixe. On considére un faisceau laser de puissance
Paser = 1 uW émettant des photons de pulsation wy. On suppose que sur un intervalle de
temps At suffisamment grand pour négliger la statistique d’émission des photons, il émet
un nombre constant de photons Anphotons-
Le faisceau laser ayant une ouverture angulaire tres faible, on considere que tous les photons
émis ont leurs vecteurs d’onde orientés dans la méme direction +x. Donner la quantité de
mouvement Pincident €6 1'énergie Fiaser portées par npnotons €0 fonction de wy et de ¢, la vitesse
de la lumiere. Déduire de cette derniere une expression littérale de la puissance Pas, du
laser.

Solution (3 pt)
On a Pincident = nphotonshk = nphotonshwo/c- (1 pt)
On a également Elaser = Nphotonsfiwo (1 pt) , d’ott P'on déduit Paser = —An‘zz“’“s hwy (1 pt) .
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9. Calculer la variation de quantité de mouvement des photons lorsqu’ils sont réfléchis par
le miroir. En appliquant la deuxieme loi de Newton, calculer le module de la force Fj.q.
exercée par le faisceau laser sur le miroir en fonction de la puissance P, de pulsation wy
et de ¢ et I'estimer numériquement.

Solution (3 pt)
On a Frq = |A?t°“ |, ol, pros. est la quantité de mouvement totale du faisceau lumi-

neux. Pour le faisceau incident, on a ?mmdem = TNphotonsh k: soit, et, le m1r01r étant
fixe, par conservation de la quantité de mouvement : ?réﬂéchi = nphotonshk Soit

— —
A?wt = 2h k Anphotons (1 Pt, on acceptera 2h k par photon.) .

A 2hkAn hotons 2TW/CAN hotons 2
Au final, Fr.a. = (FX) = N, = NS = 2 Plaser (1 Dt) .

On trouve Fiq ~ 7 x 107N (1 pt) .

10. Considérons maintenant le cas d’un miroir, maintenu en position d’équilibre par un ressort
comme dans la partie précédente, et éclairé par le laser tel qu’étudié dans cette partie.
Montrer que la pression de radiation est négligeable.

T
—_—

faiceau laser W

ressort

miroir

Solution (1 pt)
La force de rappel a pour amplitude F' = k x T = 107* N. Dans le bilan des forces, la
pression de radiation est donc négligeable.

2.3 Couplage optomécanique en cavité.

Afin d’obtenir un effet appréciable de la pression de radiation, on forme une cavité Fabry-
Pérot, en positionnant un second miroir, fixe, a une distance [ de la position d’équilibre
du miroir mobile. On considere que ce miroir transmet tres légerement la lumiere, de
facon a remplir la cavité avec le faisceau laser. Le systeme est représenté sur la figure
ci-dessous a gauche :

miroir miroir F X Paser
fixe mobile

Plaser

Pcavité

lo I

11. Calculer la longueur minimale [y de la cavité pour qu’elle accepte les modes du laser
précédent, de pulsation wy.
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12.

13.

14.

Solution (3 pt)

La nullité du champ électrique au niveau des miroirs impose la quantification de la lon-
gueur d’onde, telle que A = 2ly/n (1 pt) avecn € N* (1 pt) . De telle sorte que Iy = m¢/wy
(1 pt) .

Lorsque [ = Iy, la cavité est dite a résonance (ou accordée), elle amplifie le signal incident
par un facteur F, appelé finesse, tel que Peayite = F X Plaser-

Autour de cette résonance, si la longueur de la cavité varie, la puissance intra-cavité va
diminuer en suivant une loi lorentzienne, représentée a droite sur la figure précédente.
Pour une valeur de finesse assez grande (on peut prendre F = 1000), 'effet de la pression
de radiation dans la cavité devient alors plus grand que la force de rappel et le miroir est
poussé vers la droite. Cependant, ce déplacement désaccorde la cavité, puisqu’alors [ > [.
La puissance a l'intérieur de la cavité va alors diminuer, ce qui diminuera la pression de
radiation, jusqu’au moment ou cette derniere redeviendra négligeable devant la force de
rappel qui ramera alors le miroir dans la position d’équible ou [ = [y. Alors la pression
de radiation redeviendra prépondérante et ainsi de suite. On a donc un couplage entre la
lumiere et le mouvement. C’est ce que nous allons modéliser par la suite.

Lorsque la pression de radiation pousse le miroir mobile, il s’écarte de sa position d’équilibre
z = 0 et la longueur [ de la cavité augmente. La cavité n’est alors plus résonante pour la
pulsation wy. A I'aide d’un développement de Taylor, donner I'expression de la pulsation
de résonance w, lorsque le miroir s’est écarté d’une distance x de sa position d’équilibre.

Solution (1 pt)
W = Wy + (l — lO)%h:lO: wWo + x%}h:lo .

. _ dw _ wo
Dans la suite, on notera Gy = —E|l=lo— T
La fréquence de résonance exprimée ci-dessus étant une fonction du déplacement du miroir,

donc de l'opérateur 7, il s’agit alors d’une observable dont les valeurs moyennes dépendent
de I'état quantique. On note cette observable &. Exprimer @ en fonction de gy = 1/ 524 x Go,

2mS)
bt et b.

Solution (2 pt)

En remarquant que T = zzps (ET —1—6) (1 pt) , on trouve :

Expliquer brievement, et sans calcul, pourquoi les opérateurs @ et b (ainsi que leurs conjugués
hermitiques) commutent.

Solution (1 pt)

Les opérateurs a et a' agissent uniquement sur les états de photons. Ils n’agissent pas sur
les états de phonons. Pour b et b', c’est I'inverse. Ces opérateurs n’agissent donc pas dans
le méme espace des états et sont donc indépendants (et compatibles). Leur commutateur
est alors nul.

L’électrodynamique quantique nous apprend que, pour chaque mode, la cavité se comporte
comme un oscillateur harmonique quantique 1D, dont on notera les opérateurs création et
annihilation (de photons) a' et a.
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15. Ecrire le hamiltonien de I’ensemble du systeme a la résonance w & l'aide de wy, Q, af, @,
bt, b et go . Pour cela, montrer qu’il se compose de trois termes. Un terme uniquement dii
au champ électromagnétique, 'autre uniquement a la vibration du ressort+miroir et un

troisieme terme de couplage ﬁcouplage = —goha'a (ET —|—3> (On supposera que le nombre de

photons est treés tres grand devant 1/2.)

Solution (3 pt)
H= (676 + %) hw + (3@—1— %) hQ (1 pt) . Mais w dépend du déplacement. On substitue
donc pour obtenir :

H = (a%a+ 1) hwo + (3T5+ %) ) — gohata (3* +5) — o (3* +5) - (1 pt)

Si le nombre de photons est grand devant 1, on peut simplifier en :

~ — 1 SURIIPR
A = atahwy + <b‘rb + 5) HQ — gohia'a (b* + b) (1 pt)

16. Rappeler I'expression de 'opérateur quantité de mouvement ppizoi du miroir en fonction de

~

bet bt et calculer le commutateur [Hcouplage, ﬁmimir] en fonction de @' et @. On se rappellera

de la question 7 que xzpas (BT —l—g) = Tmiroir-

Solution (4 pt)

On a Duiroir = z\/@ </Z;T —6) (1 pt) .

[ﬁcouplage;ﬁmiroir] = —goh [aTa (3T "‘B) 7ﬁmiroir:| = —Goh [aTafmimir,]/)\miroir} (1 pt) , car vu
qu’ils n’agissent pas dans le méme espace vectoriel, les opérateurs a et b commutent.
[ﬁcouplageaﬁmiroir] = —Goha"a [Zmiroir, Pmiroir] (1 pt) . Ce qui donne [E’couplagmﬁmiroir] =
—Goia'ah?.(ou = iwea'ah?/L) (1 pt)

Il est possible d’écrire que la puissance moyenne dans la cavité est Peayite = @ ou T est le
temps caractéristique pour faire un aller-retour dans la cavité : 7 = 2L/c et 7, le nombre

moyen de photons dans la cavité. On a alors P..,i¢c = %ﬁ

17. En appliquant le théoreme d’Ehrenfest a 1'opérateur P Montrer qu’en moyenne, dans

un état |¢) quelconque, la résultante totale des forces sur le miroir est la somme de la
pression de radiation et de I’expression classique de la force de rappel.
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Solution (3 pt)
Le théoreme d’Ehrenfest appliqué au hamiltonien en son entier, donne : (Fiy) =

W) — & (T, Pree] ) (1 pt) = £ ([alatesn + (016 + 1) B2 + Heoupiage, e )
it (Fror.) = 4 (B2 [0, Bivoie) ) + § (| Heonptages Pree | )-

OF, 4 { | Heonptose: Brivoie| ) = Goli(a'a) = woh/ L {a'a)

Bien évidemment 7 = (a'@) par définition. Ce qui permet d’obtenir : (Fl.q) =
Mais encore (Fio.) = % X ihQ\/@QbTb, bt — b}> + (Fraa.)-

Donc, (Fior) = —/ 220 ([51, 5] — [65,8]) + (Fuaa ).

Ou bien méme, (Fi) = —\/@Q)T +0) + (Fraa)-

Et étant donné que (bJr + b) = Tmiroir/TZPM = Tmiroir \/@ ,on trouve : (Fior,) = _\/@ X

\/ ¥Q<i’\miroir> + <Frad.>-

Bref, <Ft0t.> = _m92<§miroir> + <Frad.> = _k</x\miroir> + <Frad.>7 ou l'on
reconnait l’expression bien connue de la force de rappel dun ressort.
(2 pt a répartir en fonction de la démarche.)

2F‘cavité
c .
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3 Variation en température de I’équilibre d’une réaction chimique

[ TR -

Systéme de gaz Systeme de gaz

| |
I 1 [ 1
1 type Al 1 1 type A3 1
I 1 [ 1
[ [ EN—
= = e = =
I 1 I 1
I 3 1 I 5 I
I Systemede gaz | I Systemede gaz |
i type A2 | 1 type A4 |
1 | 1 |
L

FIGURE 1 — La réaction chimique n1A; + noAy == n3A5 + nqA, peut étre représentée comme un échange de
particules entre systémes ouverts, ici a température fixée, et avec les contraintes de I’équilibre de ’équation de
réaction.

Une réaction chimique peut étre considérée sous la forme d’un transfert de particules entre
plusieurs sous-systemes, chacun correspondant a une des especes chimiques en présence. Ici
nous étudierons une réaction générique du type : n1A; + neA, == nzA; + n4A, ol A et
A, sont les "réactants” alors que A; et A, sont les "produits de la réaction”. On supposera
qu’il ne peut y avoir d’autre espece chimique présente ou créée. Il existe donc ici quatre sous-
systemes, de "type A,”, de "type A,”, de "type A;” et de "type A,”. Chacun des sous-systemes
est donc ouvert et peut recevoir ou relacher des particules de son espece. Chaque espece est
ici considérée sous sa forme gazeuse et, pour simplifier les calculs (et en particulier limiter
les degrés de liberté), nous ne considérerons que des molécules diatomiques (hétéro ou homo-
nucléaires). Chaque molécule possede une masse m; et un moment d’inertie I;. Les coefficients n;
indiquent les proportions pour chaque espece mise en jeu dans la réaction (stoechiométrie). Ces
coefficients sont évidemment tels qu’aucun atome ne disparait d’un coté sans ré-apparaitre de
lautre (équilibre de I’équation de réaction). Par commodité, les interactions sont suffisamment
faibles pour pouvoir étre négligées dans les calculs. Nous ferons donc comme si les gaz présents
étaient tous ”parfaits” !. L’ensemble, contenu dans un volume fixe V', est en contact avec un
réservoir de chaleur qui lui impose sa température Tg.

L’état d’équilibre d’une réaction chimique est caractérisée par une grandeur nommeée ” constante
d’équilibre”. Le but de ce probleme est de modéliser la dépendance en température de cette
grandeur.

1. On néglige pour l'instant (question 1 & 9) les énergies de point 0 du spectre vibrationnel de
chaque molécule. On note (; les fonctions de partition associées a chaque type de molécule
unique de l'espece A;, @ = 1,2, 3, 4. Expliquer pourquoi, (; peut étre écrite comme le produit
de 3 fonctions de partition dont on donne ci-dessous la forme approximative a température

ambiante :
v
Gt & F
1
Ci—V - 1 _ eﬁmz
1
Ci—r ~
BB;

1. On ne peut toutefois écrire sans frémir qu’il s’agit de gaz parfaits idéaux car il n’y aurait alors, en toute rigueur, pas de
réaction donc pas de probleme.
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Expliquer les origines physiques de chacune de ces composantes? en précisant, a chaque fois,
I’expression mathématique de I’énergie associée et le domaine d’appartenance des nombres
quantiques qui sont employés. On exposera brievement la maniere d’obtenir les fonctions
de partition ci-dessus (sans mener la démonstration) et la signification des parametres qui
y figurent (\;, w; et B;). On ne manquera pas de préciser ou intervient la température dans
chaque expression proposée.

Solution (5 pt)

D’apres le cours, si le Hamiltonien est séparable en une partie de translation du centre
de masse ﬁm de vibration de la particule réduite EW,, et de rotation du moment d’inertie
ﬁmt alors le spectre des énergies est donné par

h2k?
2mi

2

1 h
+ (n—|—§) ooy + (0 + )57

Et’r + Evib + Erot =

(2 pt si tout OK. 1 pt si une composante fausse. 0 pt sinon.)
La fonction de partition a une particule est donc :

G = Z e PBrtEvivtErot) — Z e PEwr Z e PEv Z e PErot = Giet X Giov X Gir

états états trans états vib états rot

(2 pt si explications OK. Pas de calcul exigé.) Dans I'approximation classique, pour un
volume de confinement assez grand, k peut étre traité comme une variable continue. La
fonction de partition vaut alors /\—Vg, ou la longueur d’onde thermique de de Broglie est

Ai < 1/4/m;T. A moins de se placer a de trés hautes températures, ce n’est pas possible
pour la composante vibrationnelle car la pulsation w; n’est pas tres inférieure a 1/(%3). En
revanche, on remarquera que nous avons ici omis le terme de point zero dans la fonction
de partition. (41pt de bonus si cette remarque est faite) Pour ce qui est de I’énergie de
rotation, en posant B; = ;—2, on admet qu’il est possible de faire comme si ¢ était continu
car les écarts entre niveaux deviennent significatifs seulement pour des valeurs de ¢ qui
ne sont que faiblement probables.

(1pt si les dépendances en température sont toutes OK)

2. Lorsque la réaction est a I’'équilibre macroscopique, les nombres moyens de molécules pour

chaque espece chimique sont respectivement Ny, No, N3 et Ny. Ecrire la fonction de partition
totale du mélange de gaz ainsi obtenu en fonction des (; et IV;.

Solution (3 pt)

La fonction de partition d’un gaz donné se construit a partir de celle d'une seule molécule
de l'espece. Toutes les molécules étant identiques (pour une espece donnée, bien sur) et
indiscernables, on utilise le ”bricolage” de Gibbs qui est acceptable a la limite classique :

N;
Gi

(Ipt pour numérateur + 1pt pour dénominateur) (1pt de bonus si spontanément mention
Ensuite, nous construisons la fonction de partition du mélange. Puisque les 4 gaz sont
différents et discernables (mais on les suppose indépendants) alors il s’agit d’'un simple
produit :
Ny Ny N3 Ny
7 = ]\1]1! X ]\2[2! X ]\373! X ]\474! (1pt si expression OK )

1 de 7 limif

2. Nous rappelons que les molécules de types respectifs 1,2,3,4 sont toutes diatomiques.

Page 11



3. L’entropie statistique du mélange des gaz est
Se =~k Y pilnp
J

ou p; est la probabilité associée au j°M¢ micro-état. La variation de I'entropie est reliée &

celle de I'énergie interne moyenne Uy et au nombre de molécules de chaque espece selon :
dSe = —dUG - Z LidN;

montrer que

10
B ON;

oll Zg est la fonction de partition du mélange de gaz.

Hi = —

Solution (3 pt)
La différentielle totale de I’entropie nous permet d’écrire que :

0
ON;

pi =—Tr
ou I'énergie et les nombres des autres particules sont constants. (Ipt) L’entropie est :

G — —/{,’B ij(—ﬁEj —1In Z(;) = k’B(ﬁUG + In Zg) (1pt)

La dérivée ci-dessus se ramene alors a :

_ 10
M= o

In ZG (lpt)

4. Pour chaque espece, calculer le potentiel chimique p; en fonction de (; et N;.

Solution (2 pt)
Le potentiel chimique moyen du sous systeme ¢ est donné par
10InZ 1 0
i = —B%Nl =~ B N, ——(N;In¢; — N;In N; + N;)  (1pt pour Stirling)

1 i
i = 5 (In¢; —InN;) = —kpTgr hlj% (1pt)

5. En raisonnant sur I’accroissement de I’entropie totale (systeme constitué du mélange de gaz
et du thermostat), montrer que 1’évolution vers I’équilibre se fait toujours de telle sorte que
Fo = Ug — TrSq diminue jusqu’a atteindre une valeur minimale. On rappelle que Ug est
I’énergie moyenne du mélange de gaz et S est son entropie.
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Solution (3 pt)
L’évolution du systeme constitué du mélange des gaz et du réservoir-thermostat se fait
selon I'accroissement de I'entropie totale :

dS =dSg +dSg > 0 (1pt)

Pour le processus élémentaire dSg = dUg/Tr = —dUg/Tr puisque I'ensemble est isolé.
(Ipt) Aussi:
TRdS = TRdSG - dUG Z 0 (1pt)

Il s’agit donc bien de minimiser F' de telle sorte que dFg = dUg — TrdSg < 0.

6. Montrer que, si I'enceinte est indéformable et imperméable, a I’équilibre

4
dFg =Y i dN; =0

i=1

Solution (2 pt)
Si 'enceinte est indéformable la variation d’énergie ne peut étre due a un travail : —pdV =
0. Il reste alors :

dUq = TrdSc + Y pudN;  (1pt)

L’évolution du systeme se fait donc dans le sens qui minimise ) . y,dN;. Une fois I'équilibre
atteint, la variation est nulle et on a la relation :

4
=1

7. En partant de la relation précédente démontrer une relation entre I’ensemble des coefficients
de stoechiométrie (les n;) et les potentiels chimiques ;.

Solution (3 pt)

Si I’on considere le role des coefficients stoechiométriques dans I’avancement de la réaction,
des que N varie de dNy, dNy = (ny/nq)dNy (1pt) et la création des produits de réaction
se fait selon ng = —(ng/nl)le et dN4 = —(n4/n1)dN1. <1pt) Ainsi :

dFg

N, nip + nopis — ngpz — nuptg =0 (1pt)

8. On quantifie I'état d’équilibre d’une réaction chimique a température 7' telle que A, +
A, = A, + A, par la constante d’équilibre K :

K —

[A;] représente ici la concentration® en espece chimique A; dans le résultat final & I’équilibre.
Exprimer K uniquement a ’aide des (; et n;.

3. La concentration s’exprime en nombre de particules par unité de volume.
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9.

10.

Solution (2 pt)
On peut partir de la condition d’équilibre qui entraine, d’apres la réponse a la question
précédente :

Ny + Nofly — Ngptz — Ngfly = 0

Chacune des termes dépend de la température via la fonction de partition et I'on a :

mln(]il)%-ng (]%2) —TL31H(]§?3)+TL41H(]%4) (1pt)
Soit : s -

1 3 4 =] 23 M) In(K (n3+ng—n1—n2)

o(Gree) = (R ) o v )
et

n3

K = 3 4 V(n1+n2—n3—n4) (1pt)

ny n2

1 52

On suppose que la température du thermostat est de 300 K. Les molécules concernées ont
des pulsations propres de vibration de I'ordre de 5 x 10! rad.s™! et un facteur B de I'ordre
de 6 x 10* eV. Indiquer a quelle loi de variation en température de la constante d’équilibre
on devrait s’attendre.

Solution (1 pt)

A cette température, la fonction de partition d’origine vibrationnelle est inactive (le seul
terme d’énergie a prendre en compte serait 1’énergie de point zero qui fut omise). La
dépendance en température des 2 autres composantes est assez simple :

Cor o< (m;TR)??

T,
Crot X E}:

On peut donc s’attendre a une loi qui suivrait :

K(T) o T}g5(n1+n27n37n4)/2

On considére maintenant la réaction d’échange isotopique '°0O, + 0, — 2(1°0'0). La
dépendance en température de la constante d’équilibre est en fait de la forme

K(T) o /T
Expliquer pourquoi cette dépendance en température de la constante de réaction ne peut
étre que d’origine quantique avec cette fois :

1
Gov = g —q

On expliquera en quoi l'origine physique de cette dépendance est la méme que celle des
relations d’indétermination de Heisenberg.
On pourra utiliser les mémes valeurs numériques qu’a la question précédente.
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Solution (2 pt)

Pour une telle réaction, on a ny + ny — ng = 0 (et ngy = 0). Aussi la dépendance en
température, en provenance des fonctions de partition de translation et rotation, dis-
parait. Pour retrouver une dépendance en température, il faut retourner a la contribution
vibrationnelle et ajouter le terme de point zero. (Ipt) La fonction de partition a
température ambiante peut se simplifier en :

v eﬁhwi/Q —1

de telle sorte que 'on trouvera :

K(T) x eﬁﬁ(wl “+ws —20.)3)/2)

(1pt pour toute forme qui permet d’expliquer la loi exponentielle) Ce terme correspond
au premier terme du spectre, pour un nombre quantique n = 0. C’est le terme de ”point
zero” qui trouve son origine dans la non commutation des opérateurs position et impul-
sion, donc qui possede la méme origine physique que les relations d’indétermination de
Heisenberg. (1pt)

11. Expliquer pourquoi, pour la réaction d’échange isotopique ci-dessus, on peut considérer que
la dépendance en température n’est due qu’aux différences entre les masses réduites des
composés moléculaires en présence.

Solution (2 pt)

Les différences entre pulsations propres dans I’exponentielle ne proviennent que des masses
réduites car il s’agit toujours d’atomes d’oxygene et la raideur de la liaison pour chaque
molécule n’est conditionnée que par les électrons et de leur fonction d’onde. Celle-ci est
la méme quel que soit 'isotope puisqu’elle ne dépend que du Hamiltonien (qui ne fait pas
apparaitre le nombre de neutrons dans les noyaux respectifs ) (2pt)

a. Du moins au niveau d’approximation auquel se situe ce cours!
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4 Formulaire

On donne les informations suivantes (toutes ne sont pas nécessairement utiles!!) :
— Masse de I'électron : m, ~ 1073 kg
— Masse du proton : m, ~ 1077 kg
— Masse du Soleil : M =~ 1,9891.10% kg
— Masse de la Lune : my, ~ 7,35 x 10?? kg
— Masse de la Terre : My ~ 6 x 10?* kg
— Masse molaire de l'oxygene : A ~16 g/mol
— Masse molaire du carbone : A ~12 g/mol
— Masse molaire de 'or : A =197 g/mol
— Nombre d’Avogadro (nombre d’atomes par mole) : Ny = 6,02.10%
— Constante de Boltzmann : kg ~ 1,38.1072 J K}
— Hauteur de la Tour Eiffel : hyp = 324 m (antenne comprise)
— Distance Terre Lune : Ry_j ~ 3,84 x 10® km
— Constante gravitationnelle : G ~ 6,67 x 10~ m?kg 1572
— Champ magnétique terrestre B ~ 47 x 1076 T
— Quelques rapports gyromagnetiques.
* Electron : v, ~ —1,76 x 10" rad s=! T,
* proton : v, &~ 267,5 x 10% rad s7* T,
* neutron : 7, ~ 183 x 10% rad s™1 T—1,
* deuton : vg ~ 41 x 105 rad s7+ T~!
— Equation de Schrodinger :

I ) V) = i (1)

— Opérateur énergie cinétique — hQ V2
T ey tel que a'|n) = v/n + 1|n + 1)

— Opérateur annihilation @ = ¥—"——2m- Mgﬂ 7 P tel que a|n) = v/nln — 1)
— Charge de I’électron : ¢, = —e = —1 6.1071 C
— Constante de Planck : h = h/(27) ~ 10734 J.s.

— Energle cinétique de rotation d’un corps rigide de moment d’inertie / et de moment
cinétique L: E.. =

— Opérateur création af =

21

— Relation entre moment magnétique et moment cinétique : i = ’yI_H— 275 avec 1, le rapport
gyromagnétique de la particule.

— Dipole d’une distribution de charges ponctuelles D= > qm

— Force, f(7,t), dérivant d'un potentiel, V(7,t) : f(7,t) = —Vz- V(7,1)

— La "fonction delta” aussi connue sous le nom de ”Distribution de Dirac” est notée 6(x) et
définie sur R de telle sorte que pour toute fonction d’essai continue en x = x, fj;o Sz —
7o) f(2)dz = f(xo).

— In(2) = 0,69, de méme que In(3) = 1,1 ou encore In(5) = 1,6 et en plus In(7) = 1,9 puis
enfin In(10) = 2,3

— Approximation de Stirling In(N!) ~ NIn(N) — N si N > 1

— En grand canonique, 1’énergie moyenne s’écrit £ = N — 1 =
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